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RESUME

Cette étude est une application au cas particulier de I'autofécondation des résultats géne-
raux obtenus dans un précédent article (Garrals, 1970). Les différents coefficients d’identité
introduits sont calculés et exprimés en fonction de caracténsthues des conditions initiales, et
du paramétre A de linkage.

INTRODUCTION

Pour étudier les composantes de la variabilité génétique, avec un systeéme de
reproduction particulier, il est nécessaire de connaitre, pour chaque génération,
la valeur des différents coefficients d’identité introduits dans un article précédent
(GaLLATS, 1g70).

Dans le cas de populations soumises a l'autofécondation, les covariances
entre apparentés peuvent étre notées selon un symbolisme déja utilisé par GATES
et al. (1957), HORNER ¢f al. (1956), HARRIS (1964)

Cov (&, 7, s).

Cov (k; 7, s) représente la covariance entre deux individus, 'un I appartenant ala
génération d’autofécondation 7, et l'autre J appartenant a la génération d’auto-
fécondation s, tels que leur plus proche ancétre commun soit dans la généra-
tion &, avec & <7 <s.

Si 7 = s la covariance se réduit a la variance des moyennes des familles issues
de la génération k.

Si £ = 7 = s la covariance représente la variance totale des valeurs géno-
typiques au niveau de la génération X.
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I. — STRUCTURE DE LA POPULATION
A UNE GENERATION QUELCONQUE D’AUTOFECONDATION.
CALCUL DU COEFFICIENT DE CONSANGUINITE GENERALISE

En partant d’un génotype soumis & l'autofécondation,

T 1T
7 l

il est possible de définir six situations d’identité qui tiennent compte del’origine
chromosomique des génes (tabl. 1).

TABLEAU I
Les situations d'identité de vang 1, d’ordre 2-2, en tenant compte de Vovigine chromosomique
des génes.
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En fonction du paramétre A de SCHNELL (196I)

A= I —2p, avec p, pourcentage recombinaison
o<<p <12

les relations de récurrence s’écrivent, pour les différentes probabilités :
Ty(n+1) = Ta(m) + L[4 (Taqm) + ®am) + T/8 (T + X% myn) + 1/8
(I - 7‘)2”",3(")
) = T T /4 (Fa(m) + Tam) + /8 (T — 12 my(py + 1/8
(T + 22 w3(n)
To(nsn T Ta(nin = /2 (Taem + ®a(m) + T/2 (T— 32) w30 + I/2 (T — 2%) wy(y)

Ty(ney = I8 (T + N2y + I/8 (T — 2)2 'y
Ta(nen = IT[8 (T — N2y + IT/8 (T4 2)2wy(

La résolution matricielle de ce systéme ne présente pas de difficultés mais il
faut remarquer que :

T3(nsn + Tatnsn = L[4 (T 4+ %) (30 + *a(m)

Ta(n+1) = Ta(ns) = L[2 X (T3(m) — T'3(m)

Le premier membre s’écrit aussi sous forme matricielle :
I I T3 (nt1)
I —1I T3 (n+)

Nous retrouvons 1a une expression que SHIRATA a généralisé au cas de x loci &
partir de notions d’algébre des ensembles. D’ol1 aprés résolution :

mam = T[2{[T/4 (T + 2)]" — (x/22) " } my(,)
+1/2{[1/4 (T + )] "+ (1/20)" } 7'y
Tam = I/2{[T/4 (1 4+ 2AH)]" + (1/22) "} mg(,)
+ 1/2{[1/4 (1 + 23®)]" — (1 /22)" } n'5(,)
Ta(m + Tatm = (T/2)" (ma(0) + 7o) + 2{(x/2)" — [T /4 (T + 2] "}
(T3(0) + T's(al))
T = W) + /2 [T — (T/2)"] (ma(0) + ®a(0)
+ I/Z (An—‘Bn) T3(0) T I/Z (An + Bn) T3 n)
Tm = Tuo) + I/2 [T —(1/2)"] (ma0) + ™'a(0))
+ /2 (A, + B,) w0 + 1/2 (A, — B,) w0
avec A, =1I—2(1/2)" 4 [1/4 (1 + )]
I/2 %

Bn=m[1—(1/27*)"3
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NELDER (1952) avec des parameétres et une méthode de raisonnement diffé-
rents avait déjia donné ces résultats. Mais, le coefficient A a une signification
particuliére qui apparait lorsqu’'on étudie I'évolution des coefficients d’identité
Ay, Ay A’y et Ay Dans ce cas, la matrice de transformation est celle donnée par
SHIRATA (1962), et il est immédiat que :

Ay = A) + (Ba(0) + Ay)) [T —(T/2)"]
+ Qg0 [T —2(x/2)" + (1/4)" (1 + 2)"]
Byip) + Aao) = (Bya) + %) (T/2)" + Ay [2 (T/2)" — 2 (1/4)" (T 4 2B) "]
Agmy = (T/4)" (T + 23"
Or par définition :
Ay = fem [F (1,1) de SHikATA]

le coefficient A représente donc le coefficient de consanguinité généralisé fe
lorsque au départ Ay, = I.
Dans le cas d’'indépendance, (A = 0) il est immédiat que :

fon = Pon
ind.

te qui permet d’écrire f(y5), Sous une autre forme (Garrais, 1967) :

foon= f(izl;g)n + (/4" [T 4 2" — 1] Ay

link.

Le linkage augmente donc le coefficient de consanguinité généralisé f, .
Ces résultats ont été établis sans aucune hypothése sur la structure de la popu-
lation de départ : en particulier pour le calcul des coefficients d’identité =; ou A,
I'hypothése d’équilibre de linkage n’a pas été faite,

II. — CALCUL DES COEFFICIENTS DE PARENTE GENERALISES

Avec les notations introduites pour la covariance, ces coefficients de parenté
seront notés g5x . avec en exposant la répartition des génes selon les classes d'iden-
tité (GALLAIS, I970).

Les coefficients ne faisant intervenir des génes n’appartenant qu’d un seul
locus sont particuliérement simples 4 calculer. Nous noterons f, le coefficient de
consanguinité a la génération %, et de méme f,, f, et f,,, le coeflicient de consangui-
nité conditionné par la situation d’identité de l'individu autofécondé i la géné-
ration 2 d’ot provient la génération 7 et de méme f,.

En supposant la population de départ panmictique illimitée, ces coefficients

ont pour expression :
foo =1 — (1 /2)* o =1—(1]2) flo =1 —(1/2)°
f(r/k) :I—(I/Z)r-k «f(s/k) :I_(I/Z)s-k
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Les coefficients de parenté s’écrivent alors par utilisation des théorémes de
probabilités totales et composées

Phirs = 1/2 (T + f(0)
‘le:s =fa +1/2(@X—f) (fre + Fsi)

‘Pilfs =t +1/2(@—F) fuitsn
2{0

9012 = 1/2 (X —fw) forxfssn
aili — (1 —fw) (@ — o) (1 —Fua)

Le calcul des autres coefficients de parenté ne présente pas de difficulté. Il
peut se faire A partir des relations établies dans la premiére partie (GALLAIS, 1970),
ou d’une fagon plus directe que nous allons utiliser.

Exemple : calcul de <pWi
k;

Nous distinguerons 4 conditions, correspondant aux situations d’identité
possibles de I'individu autofécondé A la génération % (tabl. I).
Par définition des ¢ nous avons :

2] ris ris

van =12 9212 4 1/2 ¢7I2
: 72 207

et par application des théorémes de probabilités :

|I_? = A PI‘/Cl + Ay PI‘/C2 -+ A'2(k) PI‘/C‘2 + A3(k) Pr/c,

~
)

9

3| N

Pr;, signifiant probabilité de I'événement sous la condition C,
or Prje, =1
Pre, = fon
Py, = f
Pric, = foi frik
d’ou :
2|2

P2 = Auw + 1/2 Dysy (Forie + Forid + Bacio Fore Frrx

Pour simplifier I'écriture des autres coefficients de parenté nous n’écrirons que
o'ls conditionné.

Pr/cl =1
Prjc, = Prjer, = 1/2

Pric,=1/4
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Pr/c, =1I

Pre, = 1/2

Prjcr, =1/2 fipx

Pric, = 1/2 (miepe + 1/2 Do) [masie + 1/2 (Ao + A%2gpi) + T /2 Asgi]
4 12 (%1 + T2 Aoepr) [w1se + 1/2 (Do + A'2gn) + 1/2 Bagi]

[

1
pil:
11
PI‘/Cl =0
PI‘/C2 =0
Prjct, = (T — fop) (T — fp)
Pric, = 1/2 [A%2k + Dsr] [A%2k + Bagi]

Pre, =0

Pri, =0

Prict, = 1/2 fri fspi

Pric, = I/2 [mip + 1/2 Azen] [W1sic + T/2 Dogii]
4+ 1/2 [®1n + T/2 Do [mage + 1/2 Bagi]

Pimi
Pre, =1
Prj, =1/2
Pricr, = 1 /2 fu fsi
Pric, = I/2 [mi + 1/2 Agpi] [maspe + 1/2 Dogir]
I/2 [w'ix + T/2 Bop] [®1gx + 1/2 Dosji]

l ~
w

S
b

|

[ 3]
—

I

Pr, =1

Pr,cz =1 /2 f,/k

Pr/.:f2 =1I/2 f,/k

Pric, = 1/2 wpope [maspe + T/2 (Bogie + Ay} + I [2 Asgi]
+ I/2 ik [®is + T2 (Boge + Al2gn) + 1/2 Aggii]
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Prye, =1

Prie, =1/2fsp

PI‘/CI2 =1 /2 f,/k

Pric, = I/2 [mie + T[2 Agp] [maspe + T/2 Aau]
4+ 1/2 [nux + T/2 D] [ + T/2 A2gpic]

r_ls
I
LTI
111
PI‘/C1 =0
Pric, = (T — [o) (T — fod)
Pl‘/cl2 =0

Prie, = I/2 Dyo [Aasii + Aagiic]

Pr, =0

Pric, = T/2 fop fspic

Prjer, =0

Pric, = I[2 7y [Waspe + 112 Magi] 4+ T[2 Mupe [maspe + 1 [2 Ala/k]

Prie, =1

Pric, = 1/2 frjifsik

Pricr, = 1/2 fo

Prje, =1 /2 Tirjk [mise + I /2 A,Zs/k] + /2wy (7 + I |2 Alagk]

—

|
|

Ptje, = Prje, = Pr/¢’: = 0

——

1

¢

——
—

Pric, = Asrpie Az
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PI‘/C‘ = PI‘/C' = PI‘/C" =0
PI‘/C, =1I/2 A'Zr/k A,Zs/k

Pl’/c1 = PI‘/C,‘ =0
Pricr, = (X — fou) (T — fopr)
Pr/c‘ =1/2 A'z,/k AIZs/k

ol2
723
Pry, = Prje, = Prjer, =0
Pric, = /2 7 migpe + /2 7'1ajp 1552
2'0
s
Prjc, = Prjg, = 0
PI'/c’, =1[2f rik / s/k
Pric, = 1/2 (v w15k + misin = 1r/i)

22
P21z

Pr jog =1
Pric, =1/2 fr/k fs/k = Prjc,
Pric, = I /2 (T migk + 1k 7 1471)-

Dans le cas d’indépendance, les coefficients de parenté généralisés faisant
intervenir des génes aux deux loci considérés, se déduisent immédiatement des
coefficients de parenté relatifs, 4 un locus; par exemple :

21 21 2|2
=9 9

Fro

-

11 2)2
11

!

NI.—.—

etc...

D ans le cas de liaison absolue avec A = 1 (donc phase de couplage 4 100 %) :

<Pz||2 = /2 (Tirjic ®rspk + 1o ©15ix) Ask + F foe Do + Agje

A = fi
Ay =0

Ay =1—f;
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et Tuk T 4 e Wik = Frk Foji

d’ot
2012 _ 212
Pz — @
de méme
2lo 2|0
0{2
olz
1 L 11
1 1
nl
11
Mais pour o

1

1)1
<P1—l|1 =1/4 Asgy + Bagy + Ay pour 0 <A <1,

dans le cas général incluant A = 1, il faut tenir compte des états de couplage et de
répulsion.

III. — APPLICATION A UN CAS PARTICULIER :
BIALLELISME ET ABSENCE D'EPISTASIE

L’expression générale de la covariance est alors :
Cov (k.7,s) = 4 ¢'I' [E (X}) + E(X3)] + 4 o2 [E(X;Dy) -+ E(X;Dyy)]
+ ¢?2 [E(D}) + E(D3)] + ‘P%|(2) [E(D:;D;;) + E(D ., Du)]
“+ 2 ¢35 B(DyuDyy) + 9], [E(DL) + E(DY)]
— fofs [E(D D) + E(D ;i Du) + 2 E(D;;D,)]
Or dans le cas de biallélisme (Giriors, 1964)
E(D;D;;) = E(D})  d'oit
Cov (k,7,5) = 4 o'I' [E(X3) + E(X}] + 4 o?I' [E(X,Dy,) + E(X kak)]
+ o2 [E(D}) + E(D})] + [96]2 + oifi — /./] [E(DE) + E(DR)]
-+ 2(<Pv|2 fofs) B(DyD )
En remplacant les espérances par leurs valeurs en fonction de paramétres
génétiques définis par MATHER (d,, b, —d; au locus n® 1,4d,, hyet — d, au locus n° 2) :
E(X}) =2pp; [d, — pipi M]?
E(XDyy) = 2pp; (s — p)) [y — i — Pl
E(D}) = 4 p:p; (Pt — pibs + £3) M
E(D}) = (2p:pm)*
et E(DyDyi) =4p:i0,0u b1l by
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Il est possible de regrouper certains termes, et en remplagant les coefficients
ok 7, s par leur valeur, la covariance a pour expression en sommant sur tous les
couples de loci 7,7’ et en posant : g. = I — .

Cov (k7. 5) =4 El] g :d? (1 — (/2] —1/2 (b — @) diby [(x [2)" + (1/2)°]

22 ()t [r BB g % e (/200 i pr g (064 39— )

>r

Cette expression est celle donnée par Gatks, CoMSTOCK, ROBINSON (1957)
avec équilibre de linkage. Mais la signification des paramétres semble plus claire
a partir de I'expression générale que nous avons établie. Ainsi, outre son intérét
propre, cette expression générale peut guider la recherche de cas particuliers
entrainant une diminution du nombre de paramétres.

CONCLUSION

Dans un premier article (GALLAIS, 1970), une expression générale de la cova-
riance entre apparentés quelconques, consanguins ou non, avec linkage et épis-
tasie limités 4 deux loci, a été établie. Dans ce deuxiéme article, avec un systéme
de reproduction particulier, I’autofécondation, des expressions caractérisant 1’évo-
lution des différents coefficients d’identité introduits ont été développées. En se
fixant la structure de départ (Ay,), Aso) = A%a(e)» As(n) et la valeur du para-
meétre A de linkage, 1'évolution des différents coefficients d’identité pourra alors
étre suivie de fagon numérique,

Regu pour publication en juin 1970.

SUMMARY

COVARIANCES BETWEEN ARBITRARY RELATIVES WITH LINKAGE
AND EPISTASIS. II. — EVOLUTION AT SELF-FERTILIZATION

This study is an application to the special case of self-fertilization of general results exposed
in a previous article (GaLrals, 1970). Various coefficients of identity presented are calculated
and expressed in terms of initial conditions and of A-linkage parameter characteristics.
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